
Come	si	possono	riconoscere,	misurare e	confrontare le	Simmetrie?

Sappiamo	come	misurare	i	segmenti …

…	le	aree …

A	=	(B+b)h/2
A =	∫ [. / − 1 / ]3/4

5

…	i volumi …
V =∬ . /, 9 3/	39:



…	e	le	Simmetrie?

Per	“misurare”	le	simmetrie	lo	strumento	chiave	e’ costituito	dalle isometrie:
isometria	=	trasformazione	che	non	altera	la	distanza	dei	punti nel	piano	…

Ogni	isometria	; ha	la	sua	inversa ;-1. Inoltre	le	isometrie	si	possono	comporre: < =	;=

> →
←		>-1

? =	?-1@ � @-1 ⤸

...	e	nello	spazio	... ; ⎯→ = ⎯→

< =	;= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→



Misurare e	confrontare tra loro le	simmetrie di	diverse	figure

Assegnata una figura B (ad	es.	una struttura molecolare),	consideriamo le	isometrie che
trasformano B in	un’altra figura B’che sia indistinguibile dall’originale,	cioe’	B’	� B.
L’insieme CB di	queste particolari isometrie e’	il gruppo delle simmetrie della figura B.

Tanti	piu’ elementi	ha	il	gruppo	CB,	tanto	maggiore	e’ il	grado	di	simmetria	di	B
Per	confrontare tra	loro	diverse	figure	B1,	B2,	B3,	… e	comprendere	quali	simmetrie
esse	eventualmente	condividano	e/o	per	quali	esse	differiscano,	non	basta	contare	
quanti	elementi	vi	siano	in	CB1,	CB2,	CB3, …	ma	occorre	conoscere	piu’	a	fondo	la	
struttura	di	questi	gruppi e	comprendere	come	essi	siano	tra	loro	in	relazione.

Nel gruppo CB delle simmetrie ;,	=,	<,	…	della	figura	B vi	e’	sempre la	trasformazione identica 1	che
tiene fermi	tutti i punti; inoltre,	date	due	arbitrarie isometrie ; e	= in	CB,	la	loro composizione ;= e’	
ancora in	CB;	infine,	per	ogni ; in	CB la	sua isometria inversa ;-1 (con	;;-1=1=; -1;)	e’	ancora in	CB.	
Queste propieta’	fanno si’	che CB sia un	GRUPPO ASTRATTO.

C’e’ un’intera	branca	della	matematica	che	si	occupa	della	
TEORIA DEI GRUPPI e delle loro rappresentazioni.



Un	esempio di	B e	CB

>F :	(x,y)	--->	(x,-y)

>y :	(x,y)	--->	(-x,y)

>+ :	(x,y)	--->	(y,x)

>- :	(x,y)	--->	(-y,-x)

@ :	(x,y)	--->	(-y,x) ? :	(x,y)	--->	(-x,-y)

@-1:	(x,y)	--->	(y,-x) 1 :	(x,y)	--->	(x,y)
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@2 :	(x,y)	--->	(-y,x)	--->	(-x,-y) dunque		@2 =	?
@3 :	(x,y)	--->	(-y,x)	--->	(-x,-y)	--->	(y,-x) dunque		@3 =	@-1 da	cui	@4 =	1

>F2 =	>F>F :	(x,y)	--->	(x,-y) --->	(x,y) dunque		>F>F=	1 cioe’ >F=	>F -1
ed	allora

lo	stesso	accade	per		>y ,>+ ,>- e ? ;	invece	per	@ si	ha

componendo	ora	tra	elementi	distinti	

@>F :	(x,y)	--->	(-y,x)	--->	(-y,-x) cioe’ @>F =	>- mentre		>F@ :	(x,y)	--->	(x,-y)	--->	(y,x)	 cioe’ >F@ =	>+
>+>F :	(x,y)	--->	(y,x)	--->	(y,-x) cioe’ >+>F=	@-1 mentre		>F>+	:	(x,y)	--->	(x,-y)	--->	(-y,x)	 cioe’ >F>+ =	@
>x>y	:	(x,y)	--->	(x,-y)	--->	(-x,-y) cioe’ >x>y	=	? ed	anche		>y>x	:	(x,y)	--->	(-x,y)	--->	(-x,-y) cioe’ >y>x =	?

….................

>F :	(x,y)	--->	(x,-y)
>y :	(x,y)	--->	(-x,y)

>+ :	(x,y)	--->	(y,x)
>- :	(x,y)	--->	(-y,-x)

@ :	(x,y)	--->	(-y,x) ? :	(x,y)	--->	(-x,-y)
@-1:	(x,y)	--->	(y,-x) 1 :	(x,y)	--->	(x,y)

Come	si compongono gli elementi di	CB



La	tabella di	composizione del	gruppo CB
Possiamo	riassumere	in	tabella	il	risultato	di	ogni	

composizione

1 @ ? @-1 >F >y >+ >-
@ ? @-1 1 >+ >- >y >F
? @-1 1 @ >y >F >- >+
@-1 1 @ ? >- >+ >F >y
>F >- >y >+ 1 ? @-1 @
>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?
>- >y >+ >F @-1 @ ? 1

⤹



La	tabella di	composizione del	gruppo CB

⤹
In	ogni	riga	compaiono	tutti	gli	

elementi	senza	ripetersi	

E	cosi’ anche	in	ogni	colonna

La	composizione	induce	permutazioni degli	elementi	di	CB

1 @ ? @-1 >F >y >+ >-
@ ? @-1 1 >+ >- >y >F
? @-1 1 @ >y >F >- >+
@-1 1 @ ? >- >+ >F >y
>F >- >y >+ 1 ? @-1 @
>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?
>- >y >+ >F @-1 @ ? 1



La	tabella di	composizione del	gruppo CB

⤹ 1 @ ? @-1 >F >y >+ >-
@ ? @-1 1 >+ >- >y >F
? @-1 1 @ >y >F >- >+
@-1 1 @ ? >- >+ >F >y
>F >- >y >+ 1 ? @-1 @
>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?
>- >y >+ >F @-1 @ ? 1

ma	non	tutte

CB e’	un	gruppo non	commutativo

Alcune	composizioni	
commutano



Sottogruppi di	CB ⟼ CB1

1 @ ? @-1 >F >y >+ >-

@ ? @-1 1 >+ >- >y >F

? @-1 1 @ >y >F >- >+

@-1 1 @ ? >- >+ >F >y

>F >- >y >+ 1 ? @-1 @

>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?

>- >y >+ >F @-1 @ ? 1
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Sottogruppi di	CB ⟼ CB2

1 @ ? @-1 >F >y >+ >-

@ ? @-1 1 >+ >- >y >F

? @-1 1 @ >y >F >- >+

@-1 1 @ ? >- >+ >F >y

>F >- >y >+ 1 ? @-1 @

>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?

>- >y >+ >F @-1 @ ? 1
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Sottogruppi di	CB ⟼ CB3

1 @ ? @-1 >F >y >+ >-

@ ? @-1 1 >+ >- >y >F

? @-1 1 @ >y >F >- >+

@-1 1 @ ? >- >+ >F >y

>F >- >y >+ 1 ? @-1 @

>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?

>- >y >+ >F @-1 @ ? 1
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1 @ ? @-1 >F >y >+ >-

@ ? @-1 1 >+ >- >y >F

? @-1 1 @ >y >F >- >+

@-1 1 @ ? >- >+ >F >y

>F >- >y >+ 1 ? @-1 @

>y >+ >F >- ? 1 @ @-1

>+ >F >- >y @ @-1 1 ?

>- >y >+ >F @-1 @ ? 1
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Sottogruppi di	CB ⟼ CB4



"La	filosofia naturale è scritta in	questo
grandissimo libro che continuamente ci	
sta aperto innanzi agli occhi,	io dico
l’universo,	ma	non	si può intendere se	
prima	non	s’impara a	intender	la	lingua	
e	conoscer i caratteri nei quali è scritto.	
Egli è scritto in	lingua	matematica,	e	i
caratteri son	triangoli,	cerchi ed altre
figure	geometriche,	senza i quali mezzi è
impossibile a	intenderne umanamente
parola;	senza questi è un	aggirarsi
vanamente per	un	oscuro labirinto.”	
Il	Saggiatore,	Galileo	Galilei	(1564-1642)


