Appunti della lezione del Prof. Stefano De Marchi dl 19/02/16 a cura del Prof. Fernando D’Angelo.
Equazioni differenziali lineari del primo ordine.

Un’equazione differenziale lineare del primo ordanscrive:
By y()=a(x)3(x)+b(x) , xOI , 1O0R
con a(x), b(x) funzioni continue in.
La soluzione della (31) sara una funzioy(e) 1C*(1 ), cioé continua con derivata continud.in
Il problema di Cauchy si scrivera nel modo seguente
{ y'(x)=a(x) 5y(x) + blx)
y(%)= Yo

1° caso: equazione omogenea.
La (31) e un’equazione non omogeneab$é =0, si ottiene I'equazione omogenea:

(32) y(x)=a(x)3/(x) , xdI , IOR.

Risolviamo analiticamente la (32).

y(x) _
(33) Wg—d@

Integrando membro a membro:

(34) j%dx=ja(x)dx - In|y(x]zja(x)dx+c0

Posto A(x) = [a(x)dx (A(x) & una primitiva dia(x) ), la (34) diventa:

(35) Inly(x)= Ia(x) dx+C, - |y(x)=¢*C =ce

in cui si @ postaC =% .

Senza perdita di generalita si pud omettere ilrgadssoluto e quindi la soluzione generale delbeqne

omogenea é:
(36) y(x)=Ce™
La costante arbitraria puo essere precisata assggnea condizione iniziale (problema di Cauchy).

Esempio 1.
37 y(x)=-7y
38) a(x)=-7 - Alx)= J. a(x) dx = j(— 7)dx = =7x

Dalla (36) la soluzione generale & data da:

(39) y(x)=Ce™

Esempio 2.
y(x)=-7y

40

“o {y(0)=1

La soluzione generale e data da (vedi esempio geate):

41) y(x)=Cce™



Pertanto:
y(0)=ce°=1 -~ cC=1
La soluzione del problema di Cauchy e pertanto:

42) y(x)=e™

Esempio 3.
y(x)=vxry

43

“ {y(o) =2

1 1 3
44) a(x)=vx - A(x)=ja(x) dx=j\/§ dx=jx5 dx=1ix2 "+C, =§x2 +C,
~—+1
2
Dalla (36) la soluzione generale della (43) e diata

2.3
45) y(x)=Ce?
A questo punto per trovare la soluzione del probleinCauchy imponiamo la condizione iniziale:
46) y(0)=2 - c=2.

La soluzione della (43) e allora:

2.2
(47) y(x) =2e
Esercizi assegnati per la prossima lezione.

Risolvere le seguenti equazioni omogenee:

=4
(&) y= cY
(b) y =sinxly

Y
() y—m

2° caso: equazione non omogenea.
Teorema.

Data I'equazione differenziale del primo ordine monogenea:

48) y(x)=a(x)3(x)+b(x) , xOI , I1O0R

In cui a(x),b(x) sono funzioni continue in. SiaA(x) una primitiva dia(x) in modo che la soluzione
del’'equazione omogenea associata sia data ygx)=Ce". Sia §(x) una soluzione particolare
dell’equazione non omogenea. La soluzione gendedla (48) si scrive allora nel modo seguente:

(49)  y(x)=¥(x)+y,(x)=F(x)+ce | cOr

Dimostrazione.

Infatti, sey(x) e ¥(x) sono soluzioni della (48), postx) = y(x) - ¥(x) si ha:

2(x) =y (x) - ¥'(x) = alx) 5y(x) + b(x) - a(x) CF(x) - b(x) = a(x) cfy(x) - ¥(x)) = a(x) C=(x).



Si vede quindi chez(x) e soluzione dell’equazione omogenea associatangueuottenibile dalla formula
C ™. Daz(x)= y(x)- ¥(x) si ottiene:

(50)  y(x)=2{x)+ ¥(x)=Ce" +¥(x)

che e cio che si voleva dimostrare.

Per risolvere un’equazione non omogenea si devearger trovare la soluzione generale dellomogenea
associata (si puo utilizzare la formuyg(x) = C €**) e una soluzione particolaig(x) della non omogenea.
Per trovare una soluzione particolaggx) dell'equazione non omogenea si pud usare il “nmetddlla

variazione della costante” (o di Lagrange) o i “otetad hoc” (o della somiglianza).
Vedremo negli esempi che seguono come si applizdnmetodi.
Metodo della variazione della costante.

Posto

(51) F()=K(x)e,
con K(x) funzione incognita, andiamo a sostituire la (5dljan(48) per determinark(x).
Calcoliamo allora la derivata di(x):

(52)  ¥(x)=K'(x)e"™ + K(x) A(x) e’ = K'(x) "™ + K (x) a(x) e** e sostituiamo:
53)  ¥'(x)=a(x)y(x)+b(x) = K'(x) e*® + K (x) a(x) e*®

a(x) K(x)e*™ +b(x) da cui

(54) K'(x)e*™ =b(x) e quindi in definitiva:

(55) K'(x)=b(x)e ¥

Dalla (55) si deduce chlé(x) € una primitiva dib(x) e e dunque si puo formalmente scrivere, utilizzando
un integrale indefinito:

(56) K(x)= J' b(x) e *®dx

Sostituendo la (56) nella (51) si ricava I'espressidella soluzione particolare della non omogenea:
(57)  §(x)=K(x)e"" = [b(x) e Maix

Esempio 4.

(58) y =-2y+3

Si tratta di un’equazione differenziale a coeffitiecostanti.

In questo caso con le notazioni precedenti:

a(x)=-2 - Ax)=-2x - y,(x)=Ce® soluzione della omogenea associata.
Posto:

(59) ¥lx)=K(x)e™,

sostituendo nella (58):

V(x)=K'(x)e*+K(x)e®(-2)=-2K(x)e>*+3 - K'(x)e*=3 - K'(x)=3€e* da cui:

K (x) =g e +C,. SeC, = Osi ha la soluzione particolare:



(60) K(x)= g e,
Sostituendo la (60) nella (59) si ottiene la saduei particolare della non omogenea:

(61) V(X) = K(X) g 2x = g 2 @2 :g

In questo caso la soluzione particolare & semphkegenuna costante! Si osservi che anche il terotiveende
non omogenea l'equazione é costante.

La soluzione generale della (58) € allora data da:
62)  y(x)=¥(x)+vy,(x) :g+ cCe® |, COR

Esempio 5.

(63) Yy =2xy+Xx°

Si tratta di un’equazione differenziale a coeffitiesariabili.

In questo caso con le notazioni precedenti:

a(x)=2x -~ Al)=[2xdx=x"+C" - y,x)=Ce" soluzione della omogenea associata.
Posto:

64) V(x)=K(x)e“,

sostituendo nella (63):

V() =K'(x) e +K(x)e(2x)=2xK(x) e +x* - K'(x)e“ =x* -~ K'(x)=x?e™ da cui:
65) K(x)= J' x2 e dx.

Questo integrale non puo essere risolto in forniasahper cui lo lasceremo indicato.
Sostituendo la (65) nella (64) si ottiene la saungi particolare della non omogenea:

66) V(x)=K(x)e = exzsz e dx

La soluzione generale della (63) é data da:

67)  y(x)=F(x)+y,(x)=€"[x* e dx+Ce’ = (sz e dx+ C)exz , COR

Metodi ad hoc.

Riprendiamo I'Esempio 4.

Esempio4.

(68) y=-2y+3

Osservato che il termine che rende non omogengadaone € una costante, possiamo cercare una@swuz

particolare della non omogenea che sia costarge, ci
(69) ¥(x)=C,
Determiniamo il valore della costan® sostituendo la (69) nella (68):

(1) §()=0 - 0=-2¢,+3 - C,=2 - F()=

3
> -



Si confronti con la (61).

Esempio 6.

(71) Y =3y+4x°+2x°-x+1

Osservato che il termine che rende non omogengadaone €& una funzione polinomiale di terzo grado,
possiamo cercare una soluzione particolare delieontogenea che sia dello stesso tipo, cioe:

(72)  y(x)=ax +bx® +cx+d

Essendoy’(x) = 3ax? + 2bx + ¢, sostituendo nella (71):

(73)  3ax? +2bx+c=3(ax +bx® +ox+d)+ 4% +2x% - x+1 da cui:

3ax® + 2bx + ¢ = 3ax® + 30x* + 3cx + 3d +4x> +2x° - x +1
(3a+4)x*+(30+2-3a)x* +(3c-1-2b) x+3d +1-¢c=0.

Dovendo essere il polinomio identicamente nulldyllamo imporre che tutti i coefficienti siano nulli

3a+4=0
-3a+3b+2=0
-2b+3c-1=0
-c+3d +1=0

(74)

Risolvendo il sistema si ricava la soluzione:

4
a=-—
b=

75 T

) {0

d=-2
3

Pertanto la soluzione particolare della non omegen
~ 4 2

76 X)=——=x*—2x* - x—-=.

(76)  y(x)=—3 2

La soluzione generale dellomogenea associata:
(77) Yy =3y

é data da:

(78) v, (x)=Ce”

Possiamo allora scrivere la soluzione generala étl):
(79) y(x): Y(x)+ yo(x)z —gxs -2x% - x—§+C e  COR

Osservazione.

Se avessimo voluto determinare la soluzione pdatieodella non omogene#(x) con il metodo della
variazione delle costanti aviemmo dovuto calcollesseguente integrale indefinito:

80) K(x)= J. (4x3 +2X° = X +1) e ¥dx .

Tale integrale si puo calcolare “per parti”. ll@alo viene lasciato come esercizio.
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(d) y =-4y+3x+1
(e) y =y+sinx
() y=2y+e”

y =2y +x-1+ x[3inx
(9) {y(o):o

(h) y =2y+3@*™ , A0R

Esercizi assegnati per la prossima lezione.

Risolvere le seguenti equazioni non omogenee:

discutereicasiz2eA=2

11



