Appunti della lezione del Prof. Stefano De Marchi dl 11/03/16 a cura del Prof. Fernando D’Angelo.
Soluzione di un esercizio assegnato nella scorsaitee (esercizio h)

(81) y =2y+3e™

La soluzione generale dell’equazione associatdadia

(82) y,(x)=Ce*

Osservato che il termine che rende non omogengadaone e una funzione esponenziale, possiamareerc
una soluzione particolare della non omogenea ehdedio stesso tipo, cioe:

(82) y(x)=ae”

Essendoy’(x)=a A €, sostituendo nella (81) si ottiene:

(83) a Ae™=2ae™+3¢e” da cui:

(84) aA=2a+3

85) a(r1-2)=3

(86) sed#2 a=i
A=2

Possiamo adesso scrivere la soluzione generake (@4l):
(87) ﬂ@=ﬂ@+%&F735&wCéX, COR , A#2

Trattiamo adesso il caso particolate= 2:

(88) y =2y+3e*

Cerchiamo una soluzione particolare della non omegelel tipo:
(89) ¥(x)= pxe”

Essendoy'(x) = B € + 23xe®, sostituendo nella (88) si ottiene:
(90) B e +2Bxe*™ =2Bxe”™ +3e™ da cui:

91) B=3.

Allora la soluzione particolare della non omogeaea

(92) ¥(x)=3xe>

Possiamo scrivere la soluzione generale della (88):

93) y(x)=¥(x)+vy,(x)=3xe* +Ce*=(3x+C)e* , COR
Esempio 7.

(94) y =y+xe*+cosx

La soluzione generale dellomogenea associata:

(95) y' =y

é data da:

(96) y,(x)=Ce¢"



Essendo la (94) un’equazione lineare possiamo ieetre soluzione particolare della non omogeneéutel

97) ¥(x)= %(x)+ %,(x)

con ¥,(x),¥,(x) soluzioni particolari rispettivamente delle eqoai

(98) Yy =y+xe*

(100) V,(x)=axe™ +pe*

Vi(x)=a > +3axe™ +38e™ =(a +36+3ax)e™
Sostituendo nella (98):

(@ +38+3ax)e* =axe™ + fe* +xe*

a+2p8+(2a-1)x=0

[EEN

a+28=0 p=-
20-1=0

a =

NN

Sostituendo i valori trovati nella (100) si ottiene

yi(x) =%x e Legv o 1(x —Ej e

102
(102) 4 2 2

(99) Yy =y+cosx
(101) ¥,(x)=asinx+ Bcosx
¥, (x) = acosx - Bsinx
Sostituendo nella (99):
a CosX — Bsinx =asinX+ [SCOSX + COSX
(@ - B-1)cosx— (B +a)sinx=0
1
F=73

—

{a—ﬂ—1=0 {—2ﬁ=1

B+a=0 a=-p !
2

Sostituendo i valori trovati nella (101) si ottiene

(103)  V,(x)= %(sin X — COSX)

Sostituendo le (102) , (103) nella (97) si ha:

(104) (x) = 7,(x) + 7,(x) =%(x ‘%j & + 2 (sinx— cosy

e la soluzione generale della (94) é:

(105) y(x) = §(x)+ y,(x) g( -

je” +%(sinx—cosx)+c et

CUR




Equazioni differenziali del primo ordine a variabili separabili.
Un’equazione differenziale del primo ordine a viilisseparabili € del tipo:

0 y(x)=g(x)my(x)]

ove
g:l - R
h:J o R

sono funzioni definite in un sottointervallo di R
Osservazione. Sg e uno zero dn[y] allora la funziong/(x) = y,= costante & soluzione della (1).

Supposto inveceh[y] # 0 la (1) puo porsi nella forma:
2) ﬂy% =9(x)
Sia G(x) una primitiva dig(x), G(x)=[g(x)dx e F(y) una primitiva diﬁ, F(y):jﬁdy; allora se
integriamo ambo i membri della (2) rispetta si ottiene:
jﬁ[%]dx :jg(x)dx

Essendo/(x)dx gydx dy, si haj iy ))(( dx = j dy F(y) ela(3) diventa:

@ F(y)=6(x)+C.
SeF & una funzione invertibile iN' 0J e seG(x)+COF(J'),0x01' 01 dalla (4) si pud formalmente

ricavare la soluzione della (1) usando la funziowersa:

(5) y=F*G(x)+C)

Esempio 1.
© {V =y° =3y
y(0)=0

1 _
(7) y=y* - yy?3=1

Integrando ambo i membri:

1
jy’ y 3dx = Ildx ma essendy’'dx = dy si ha anche:

1
jy Sdy = jldx .
Utilizzando le regole di integrazione si ottiene:

N
10) ——y*"
_7+1
3

3 2
=x+C - §y3:x+C da cui:



N w

0D v =20r) - y=|Zxe0)

La condizione iniziale (0)=0 quindi sostituendo nella (11):

N w

12) y(0)=0 - [2(O+C)} =0 - C=0 e quindila soluzione della (6) & in definitiva:
2 1 z 2 2

13 = : _ X2 = =—X|=

13) y {3 ,/ 3

Quesiti.

a) esiste una soluzione della (6) definita in tuRt®

b) la soluzione della (6) e unica ?
E facile rispondere al quesito b): la risposta ¢ intatti anche la funzione identicamente nuUréx)EO e
soluzione.

Per rispondere al quesito a) si osservi invecdafinzione definita a tratti:
2 |2
— — >

(14) y(x)=137\3" x20
0 x<0

e soluzione della (6) in tutto R ed e ivi contireuderivabile infatti:

2 |2 o
15) I* I|m—x Xx=0=yl0)=I"=IlmO
(15) n x| 5X=0=y(0)=1"=im

(16) y(x) \/7\/_ » x20 ,essendq/*:Iirgé\/g\/;=0=y":lim0.

X-0"
x<0

E inoltre facile verificare che anche la famigliguhzioni y, (x)0C*(R):

(x)= Z(x—a) g(x—a) , X2a
an PEEIE
Ha=0
risolve il problema (6).
Il problema di Cauchy (6) infatti non soddisfa .
alle ipotesi del teorema che garantisce l'unicita

della soluzione!! ”

@

IS

o

Esempio 2.

y=y
18
( ){y(0)=1

Si verifichi che la soluzione € unica ed é data dc..
(19) y= 1 , X<l1
1-x

in cui & necessario restringere il dominio condadizionex <1 se vogliamo avere una soluzione di cla€se

su un intervallo.



Vediamo.

(20) y=y* - §=1 , Y20

Integrando ambo i membri:

(21) J'yl;dx = jldx ma essendy’dx = dy si ha anche:
(m)hﬂw:ﬁm.

Utilizzando le regole di integrazione si ottiene:
1

23) ——y ' =x+C - -y*=x+C dacui
(23) 57V y
1
24) y=-——=_
(24) y C
La condizione iniziale &(0) =1 quindi sostituendo nella (24):
25) y(0)=1 - - 1 .1 . c=-1e quindi la
0+C
soluzione della (18) & in definitiva: >
1 1
26 =——=—— , xx1
(26) x-1 1-x

Osservazione. Se vogliamo una soluzione di cl&igeioé
continua con derivata continua) in un intervalldliamo
restringere il dominio con la condizione x<1. landizione

x>1, a priori possibile, non contiene lo zero engliinon é ———""‘/

idonea a soddisfare la condizione iniziale del [mola. Si

osservi nella figura a lato il grafico della soluzé.

Esempio 3.
_ 1 _
y = m = h(y)
(27)
y(0)=a

Determinare al variare di a l'intervallo massimdi@sistenza della soluzione.
Osservazione.

Pera#1 (il valore 1 € il punto in cui non é definita lmtioneh(y) =li) esiste certamente una soluzione.
-y

Pera= 1non esiste una soluzione.

Cio premesso,

1
28) y=— - (1- =1
@8) y == (L-vy)y

Integrando ambo i membri:

(29) J'(l— y) y dx = J'ldx ma essendg'dx = dy si ha anche:



(30) [(L-y)dy=[1dx.

Utilizzando le regole di integrazione si ottiene:

(31) - 2(1 yf=x+C - y(x)=1£JC-2x

La condizione iniziale &(0) =a quindi sostituendo nella (31):
32) y(0)=a - a=1xJ/C-20 - cC=(a-1f

e quindi la soluzione della (27) € in definitiva:

_ "V v — _ 2
(33) v,(x)=1ty(a-1f-2x=1|a-1 |1 a1y

Consideriamo la soluzione che si ottiene dalla 6&gliendo il segno +:

2X

(34) y,(x)=1+[a-1 1—(a g

Osservando che nella (34) quango—- , x1- %(a—l)z, lintervallo massimale &

(35) |a:(-m,%(a-1)2j.

Esempio 4.
_2y
Y 1-x°
(36)
y(0)=3
. . U ) . ~ _3e-1
Verificare che I'unica soluzione & definita nelténvallo massimalé = (-1,a) ovea = orl
e+
2
y 2
37 = - 5=
SURS 1 X? y> 1-%°

Integrando ambo i membri:

dx ma essendy'dx = dy si ha anche:

38) | % dx=| 1_2)(2

Essendo 2 5= 1 + 1 , la (39) si puo riscrivere nel modo seguente:
1-x° 1+x 1-x

1+x 1-X 1+x

(40) j%dy:j(—+—j X = —dx+ —dx

Utilizzando le regole di integrazione si ottiene:
(41) —1=In|x+:lj—ln|1—x]+c S oy(x)= 1_1

y In~—%|+c
1+x

La condizione iniziale éy(O) =3 quindi sostituendo nella (41):




(43) y(0)=3 - 3=

o - h - o)
In +C
1+0

e quindi la soluzione della (36) e in definitiva:

(44) y(x)=

1
1-x 1
In +=
1+x| 3

La (44) e definibile a priori nell’insieme S solare del seguente sistema:

=Xz L pEX el 1=Xl ., o3 1-x, 1 1=x,,1
(45) 1+x| 3 1+x 3 1+x 1+x 3e 1+x 3fe

17Xs0 & 12X40 L 1-xzo0014x - xztl

1+x 1+x
u;tii_>(1—x3e¢i(1+x)_>i/6—3ex¢4_rlix_>(i/EJ_rl)x;ti/ETrl_,x;ti/_e—J_rl
1+x %e Yex1

Quindi I'insieme S soluzione della (45) é:
3 _ 3 _ 3 3

g Jem1)(Ve-1 ) f) Verd| Vel
Jor1) | Vet Jo-1) |¥e-1

Osservato che la condizione iniziale della (3@)iade che 0 appartenga all'intervallo massimaietdivallo
massimale é

(46) S=(—oo,—1)D(—

47) I—{ 1,%4_1}.
Esempio 5.
_ 2y
y’_1—x2
(48)
y(0)=0

Verificare chey(x) =0 (cioé la soluzione identicamente nulla) & I'urécduzione in | = R.

Si lascia al lettore per esercizio.



Equazioni differenziali lineari del secondo ordineomogenee a coefficienti costanti.

Si tratta di equazioni del tipo:

(49) ay'(x)+by(x)+cy(x)=0 , ab,cORDOaz0

Si cercano soluzioni del tipo:

(50) y(x)=¢"

conAUR.

Sostituiamo la (50) nella (49):

(51) at’e™+bie™ +ce™ =0  da cui

(52) (a# +bA +cje™ =0 e quindi:

(53) al’ +bAd+c=0.

La (53) e detta equazione caratteristica. Essendguesto caso un’equazione di secondo grado, davrem

considerare tre casi.

1° caso:A=b*-4ac>0

Si hanno due radici reali distinig , A, e quindi due soluzioni:

(54) w(x)=e" , y,(x)=e

Quesito: sono tali soluzioni linearmente indipertden

Per rispondere dobbiamo introdurre il concettondipendenza lineare

S
Dati s vettorix , ..., Xs, conx OR", costruiamo la combinazione IineaEapq con a; R costanti arbitrarie.
i=1

Definizione.

Si dice che i vettorx, , ..., % sono linearmentandipendenti se I'equazione
(55) > ax =0
i=1

ha come unica soluzione quella in tutte le costantia; sono nulle.

Osservazione.

| vettori x OR" si possono ritenere ad esempio vettofbnna cioé matrici rettangolari aventi n righe e una

sola colonna. Ad esempic = OR* & un vettore colonna (in questo caso 4 righe Jdnoa).

N O W k-

Esempio 1.

1 0
Consideriamo i seguenti vettori appartenend’a x, = (Oj , X = (lj .

Scriviamo I'equazione (vedi la (55), in questo css):

(56) ax +a,x,=0,



. ) 0) .. N
in cui 0= 0 e il vettore nullo inR“.

La (56) si puo riscrivere esplicitamente nel modguente:

1 0 0
57) a. +a = , da cui
1 afo)s)+(o
(58) a, 0 :O a, :O . al:O.
0 a, 0 a, 0 a,=0
In base alla definizione, essendo la soluzionead®B) identicamente nulla (cioe tutte le costaatio nulle) si
. . . (1 0 . . :
puo concludere che i vettox = (Oj , X = (J sono linearmentedipendenti.
Esempio 2.

1 -1
Consideriamo i seguenti vettori appartenen’a x, :( j , % :( j .

Scriviamo I'equazione:
(59) ax +ax, =0,

che si puo riscrivere esplicitamente nel modo seigue

(60) a1[1j+a2(_1j (Oj , da cui
2 -2) (0

a -a 0 a,-a 0 a-a,=0
(61) 1 + 2 — . 1 2 — . 1 2 . a].:a,z.
2a, -2a, 0 20, - 2a, 0 20, -2a,=0

In questo caso la (61) ammette infinite soluzianpn la sola soluzione in cui tutte le costanticsaulle);

pertanto in base alla definizione si puo concludeme i vettori xlz(zj , x2=[ j sono linearmente

dipendenti.

Dopo questa parentesi torniamo al quesito cheamaiposti nella pagina precedente.

Le soluzioniy,(x) =&, y,(x) = &"* sono linearmente indipendenti?

Per stabilire se le soluzionyi(x) = ", y,(x) = &"* sono linearmente indipendenti invece di applicarebdo

diretto la definizione si ricorre alronskiano definito nel modo seguente:

yi(x) v, (x)
vi(x)  y5(x)

Il wronskiano in questo caso e il determinante di una matri@& 2x

(62) W(x)=

Se il wronskiano e diverso da zero possiamo affermare che le smiuzkono linearmente indipendenti.

Vediamo:
— yl(x) yz(x _ e/]lx e/lzx — X AoX A AoX AX — _ (A4, )x
(63) W(x)—y,(x) v 0 e et = e e - e = (1, - A)e 20
1 2 1 2

essendo reali distintd, , A, nel caso che stiamo trattando.



La soluzione generale della (1) nel case b® —4ac >0 & in definitiva:
(64) y(x)=Ce™ +C,e"*.

2° caso:A=b*-4ac=0

Si hanno due radici reali coincidemti= A, = A = —2—2 e quindi una soluzione é data da:

(65) yi(x)=e.

Per trovare un’altra soluzione linearmente indigarid dalla (49) utilizziamo il metodo della variaze della
costante. Cerchiamo allora una soluzione del tipo:

(66) y,(x)=K(x)e™

con K(x) funzione incognita. Andiamo a sostituire la (66)la (49) per determinark (x)

Calcoliamo le derivate prima e secondaygix):

67) v,(x) = K'(x)e™ + AK (x) & =[K'(x) + AK (x)] ™

68) yi(x)=K"(x) & + AK'(x) & + AK'(x) & + K (x) & = [K"(X) + 24K "(x) + 2K (x)| &

e sostituiamo (66), (67) e (68) nella (49):

69) ay'(x)+by(x)+cy(x)=0 — alK"(x)+2K'(x)+ K (x)] & +b[K(x) + AK (x)] &* + cK (x) &> = 0

da cui raccogliendo e semplificando:

(70) aK"(x)+(2a4 +b)K'(x)+(at +bA +c)K (x)=0 .

Essendo poRal +b=0 e a¥ +bA +c = 0, la (70) diventa:

(71) aK"(x) =0 da cui, essendo per ipotes# , 9 ha:

(72) K"(x)=0

Una soluzione patrticolare della (72) e senz’alatadla:

73) K(x)=x - K'(x)=1 - K"(x)=0.

Sostituendo la (73) nella (66) otteniamo la sologio

(74) y,(x)=xe™.

Verifichiamo adesso con il calcolo delronskiano che le due soluzioniy,(x)=e™ , y,(x)=xe&*™ sono

linearmente indipendenti.

yl(x) YZ(X)
(%) v(x)

Essendo il wronskiano diverso da zero le due sohizdono linearmente indipendenti.

e xe™
Ae™ ™+ Axe™

(75) W(x)= = e [fe™ + Ixe™) - xe™ D™ =™ 20

3° caso:A=b*-4ac<0
Non ci sono radici reali. Le radici sono complesseiugate:A,,, = w*iy.

Le due soluzioni linearmente indipendenti sono date

(76) y,(x)= e = e = e*[cox) —isin(x)] ; v,(x) = & = ¥ = e*[coq}x) +i sin(jx)]

10



Esercizi

1. y'(x)+4y(x)=0

L’equazione caratteristica& +4=0 - X=-4 - A,==%2
¥y, (x) = e = elt2 = cog2x) + i sin(2x)

La soluzione generale dellae data da:

y(x) = Cy,(X) + C,y,(x) = Ce® + C,e?* = C [cod2x) - i sin(2x)] + C,[cog2x) +i sin(2x)]
2. y'(x)-4y(x)=0

L’equazione caratteristica#f -4=0 - X=4 - A,=% 2
yl/z(x) — e/ll,zx — e(:rz)x

La soluzione generale della 2. & data da:

y(x)=Coy,(x)+ C,y,(x) = Ce ™ + e~

3. y()-3y(x)+2y(x)=0

L’equazione caratteristica# -31+2=0- A =1 , A,= 2
yx)=e v (x)=e

La soluzione generale delkaé data da:

y(x) = Ciyi(x)+ C,y,(x) = Cee* + C,6”
4. y'(x)+2y(x)+5y(x)=0

L'equazione caratteristica# +24 +5=0 - A=-1++1-5=-1+72

—i 2%

y,(x) = e =g e’ =e™*(cos2x—isin2x) , y,(x)=xe™"* = e = &*(cos2x +isin2x)

La soluzione generale dellaé data da:
y(x) = Cy,(X) + C,y,(x) = Ce™*(cos2x —i sin2x) + C,e*(cos2x + i sin2x)
5. y'(x)+6y(x)+9y(x)=0

L'equazione caratteristica## +61+9=0 - (1+3=0 , A =4,=-3

3X 3Xx

yl(x) =e Y> (X) =xe
La soluzione generale della 5. &€ data da:

y(x) = Clyl(x) +C,Y, (X) =Ce ™ +Cxe™ = (C1 + sz)e_sx



