Esempi di risoluzione di equazioni differenziali
a cura del Prof. Fernando D’Angelo.

Nella prima lezione abbiamo considerato I'equazjatetitaequazione logistica, che € anche nota come

modello di Verhulst.
@ Pl)=k P(t)[€1—¥j . K>0K>0
Per comodita riscriviamola nella forma:

) y’(x):ky(x)[él—gj K>0K >0

da cui, ponendoA=% >0, si ottiene:

@  y()=AyX)dK-y(x) , A>0K>0
A guesto punto del corso siamo in grado di risdéé&veeparando le variabili.

Dalla (3):
@ Y=y -y

X

dy  _
S ———— =Ad
©) yik—y) "

dy _
6 ————=Al|d
©) ijﬂK-y) Jox
Essendo:
@ ot ca, B _[arplyrak { aK=1 {a=1/K

yik-y) y K-y  yOK-y) —a+B=0 B=1/K

la (6) diventa:

(8) %(J-d—;ﬂ-Kd—fyj = Ax+C"

(9)  Injy|=In|K - y|= KAx+KC"

(10) In Ky ‘: kx+ KC”
-y

y — Ak x+KC"
11 ——|=e
(11) ‘K ~ y‘
12) —Y =C'e* ove si & post€’ =

K
-y

(13) y=(K-y)Cce"
(14) y=KC'e*-yC'e®
(15) ylL+Ce*)=KCe”



_KCe® _ KC' . K K
(16) Y2140 940 1 .. 1+Ce™
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Se imponiamo la condizione iniziakf0) = v, :

dove si e posteé—, =C

K K-y, K
17) y(0)=y =—~ Ly +yC=K » yC=K-y - C=~"Yo -8 4
17y y(0)=y, e YotV Yo Yo LT,

Pertanto il problema di Cauchy ha per soluzione:
K

y:
1+(K —1} e
Yo

(18)



Risolvere I'equazione differenziale:

(1) y =-2y-3x

Soluzione.

L’equazione & non omogenea.

Sappiamo che 'equazione omogenga a(x)y ha per soluziong/ = Ce* essench(x) una primitiva di
a(x); pertanto la soluzione della omogenga -2y ¢y, =Ce >,
Cerchiamo una soluzione particolare della non omeagelel tipo:y = mx+q.
Determiniaman e q sostituendo nella (1).

y' =m=-2(mx+q)-3x da cui

(3+2m)x+2q+m=0 . Annullando i coefficienti del polinomio:

__3
3+2m=0 m=-3 -
20+m=0 _3

4

La soluzione generale della (1) & allora data gfx) = y(x)+y,(x) = —§x+§ +Ce >

Risolvere il problema di Cauchy:

(2) {y’ =y —X+1+cosx
y(0)=1

L’equazione € non omogenea.

L’equazione omogeney =y ha per soluziong/, =Ce”*.

Essendo la (2) un’equaziohireare possiamo cercare una soluzione particolare dellaomogenea del tipo:

Y(x) = %(x) + ¥.(x)

con ¥,(x),¥,(x) soluzioni particolari rispettivamente delle eqoai

21 y=y-x+1 2.2 y =y+cosx

yi(x)=mx+q ¥,(x) = asinx +bcosx

da cui sostituendo nellal da cui sostituendo neli2

7i(x)=m=mx+ g - x+1 ¥, (x) = acosx — bsinx = asinx + bcosx + cosx
/(x)=m=

(m-1)x+q+1-m=0 (-b-a)sinx+(a-b-1)cosx =0

-b-a=0 b=-a b=-1/2
{m_1=0 - {m:1 a-b-1=0  l|a+a-1=0 a=1/2
q+1-m=0 g=0 Sostituendo i valori trovati si ottiene:
yi(x)=x

v, (x) = Lsinx-Lcosx
2 2

Sostituendo, una soluzione particolare della nongenea € data da:

~

v(x) = ¥, (x)+ ¥,(x) = x+%sinx—%cosx



e la soluzione generale della (2) é:
y(x)= ¥(x)+y,(x)= x+%sinx—%cosx+ Ce*
A questo punto per determinare la costahtibbbiamo imporre la condizione iniziaj0) =

- lic- =3
y(0)= ,+C=1 C=2

La soluzione del problema di Cauc{®) e pertanto:

y(x)= ¥(x)+y,(x)= x+%sinx—%cosx+geX

Risolvere I'equazione differenziale:

(3) y' -6y +9y=0

Postoy = e™, sostituendo nella (3) si ottiene I'equazione ttarstica:

A -61+9=0

che ha due radici coincidendj = A, =3.

Si hanno in questo caso due soluzioni indipendgite x[&* e pertanto la soluzione generale della (3) é:
y =Ce¥ +C,x[&*

Risolvere il problema di Cauchy:

(4) { y =y -y
y(0)=-1

Separiamo le variabili.

Dalla (4):
dy _
ax y: -y
dy =dx

yfy-1 "

® | yE&y- 1) =Jox

Essendo:

yly-1) "y y-1 yiy-1)

La (5) diventa:

jdy+j dy _=x+C

1 _a, B _(a+p)y-a N {—azl N { =-1

Inly =1 -Iny|=x+C'



y-1
y

In =x+C'

— A XtC'

‘1;__6
y
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e ove si & post@ =

y—-1=yCe*
y(l-ce*)=1

1
1-Ce”*

y:

Se imponiamo la condizione inizialg0) = -1:

1
0)=-1=—— -, -1+C=1-C=2
y(0) Tc
Pertanto il problema di Cauchy ha per soluzione:

1
1-2¢e”*

y:



