Corso di approfondimento di matematica: “Equazionidifferenziali”
Appunti delle lezioni del 01/04/16 e del 21/04/16carra del Prof. Fernando D’Angelo.
Premessa - Metodi numerici
Oggi parleremo del metodo di Eulero.
Come detto nel primo incontro alcune equazionedéhziali non sono facili da risolvere.

Ad esempio:
, . 2 . . . .. .
* |'equazione y(x) =e* sirisolve mediante sviluppi in serie;

y—X

yix che & del tipoy(x) = f(x,y(x)), non & facile da risolvere analiticamente

« lequazione y'(x)=

ma si puo risolvere numericamente.
Il metodo di Eulero € il piu semplice dei metodimmrici.

Considerato l'intervallol =[a,b] in cui si vuole risolvere I'equazione differenzial

© Y= fxyx)

posto x, =a , X, =b , h:XNI\_IXo ,
la formula
(2) X =%+ih , 1=1..,N-1

fornisce (N-1) nodi equispaziati nell'intervallo considerato.

Approssimiamo la derivata prima in un nodo comgporto incrementale:

y(%.0) = (%) _ Vi~ Y,
I L

in cui per brevita si sono introdotte le notazigfi,,) = y..,, y(x )= y,.

Ma dalla (1)

(4) y(x)m%:f(x,yi)dacui;

()  Yu=¥+hf(x,y) i=0..N-1
La (5) costituisce il metodo dulero esplicito.

Esempio.

X)=3y(X)+ X

©) {Y( )_ y(x)
y(XO)_ yo

La formula (5) in questo caso diventa:

M) Y=Y thf(x,y)=y +h[3y +x]=(@n+1)y, +hx da cui

y, =(3n+1)y, + hx, X =X, +ih
Y, = (3h +1)y1 +hx,

(8)



Si vede quindi che iterando é possibile calcolataari della soluzione in tutti i nodi.
Se al posto della (3) si calcola la derivata primediante la:

9  Y(x)O y(&)—hy(&-l) _Y —hyi_l

la (5) diventa:

10)  yle)=I==1(x,y) dacui

(11) vy =y,+hf(x,y) i=1..N
La (11) costituisce il metodo &ulero implicito.
In questo caso si usa l'aggettivo implicito perelteogni passo per ricavare il valoreydsi deve adesso
risolvere un’equazione. Vediamo di nuovo I'esemmiecedente.
Esempio.
an [z
¥(%) = Yo
La formula (11) in questo caso diventa:

(13) Y=y, +h (%)= Y, +h[3y +x]=y, +3ny +hx dacui

:yi—l—-i_h)g , 1=1...,N
1-3h

Si vede quindi che ad ogni passo si deve risolVeguazione (14) per ricavarg . In questo caso

(14)  y-shy =y, thx - (@-3h)y =y, thx -y,

I'equazione € molto semplice in altri casi si deicerrere a metodi numerici per risolvere la (14).
Ci si puo chiedere a questo punto perché utilizéareetodo implicito che risulta in generale piteonso.

La risposta si trova considerando la convergeriasstabilita dei due metodi.



Riprendiamo il considerazione il metodo di Eulero.
Consideriamo il problema di Cauchy:

{y’(X) = £(x,y(x))

y(%) =Y,

Discretizziamo I’intervallo[a, b] introducenddN-1 nodi equispaziati fra = x,e b= X :

(4)

XN_Xo_
N

Indicheremo coly la soluzione la soluzione del problema (4) e gdesoluzione numerica approssimata.

(5) A= X, X, X X, Xy =0, W=

Useremo nel seguito le comode notazioni:
Y(%012) = Your s Y0%) = Y,

(B ulxu)=uu,ulx)=u,
fo = Fxulx)) = f(x,.u,)

Nel metodo di Eulero esplicito si usa la seguepf@@ssimazione:

Y(%a) = ¥(X) _ Your = Vo
6)  y(x)OFm = e

Tale approssimazione vale anche per la soluziormeeriga per cui dalla (4):
(7)

e in definitiva si ottiene il metodo di Eulero asjib (EE):
Uy, =U, +hf (xn,un) n=0,.,N-1
Us = Yo

Esempio.

(8)

Consideriamo il problema di Cauchy nell'intervaj,1]:
y(x)=5xy
(8) _y -
y(O) - yo -
Consideriamo nell’intervallcﬁo,l] 4 nodi equispaziati (in questo cdseb):

©  0=X =i x=ixTox=gx=lzb , h=XRo2
Costruiamo la soluzione numerica:
u, =1
1
ul=uo+hf(x0,uo):1+g[(D=1

(10) 1_6
u, =u, +h f(x,u)= 1+5[5ém L+g=c=12

u, =u, +h f(x,u, )—2+é[5[4§—@2——g+;—§—3—§—168



= 2688

u, =u, +h f(x,u,) =42 }[5[-]2—@4—2 42,126 _336

+
25 5 25 25 12¢ 12t

336_'_1[5@45336 336 1344 3024
12t 5 5 12t 12': 625 62t

Per il problema (8) e facile ricavare la soluziamalitica separando le variabili e integrando:

us =u, +h f(x,u,)= = 4.8384

_ y _ Y _5., 2%
11 =5 - =—=bx Zdy=|5xdx - Inly==x"+C Ke2
1)  y=5y y jy y=] v=3 y=

Per determinare la costalk@mponiamo la condizione iniziale:
(12)  y(0)=1=Ke* - K=1.
La soluzione analitica del problema di Cauchy égveo:

2

(13) y= e2
Confrontiamo la soluzione numerica con la soluzianalitica calcolando la soluzione analitica neilino

(9), osservando il grafico sottostante:

corrmnin by ooz prg romedc s fn kbl = onzilica Snngseo
e T T T

n2 e -3 [P 1

Si vede che, a causa del numero ridotto dei nedlyke soluzioni sono abbastanza diverse.

Aumentando il numero di nodi la soluzione approsgarsi “avvicina” a quella esatta. Vedremo questo
aspetto in laboratorio con Octave.

Il metodo di Eulero con Octave.

>> function yp=f(x,y)

yp=5*x.*y;

end

>> N=100;

>> x=linspace(0,1,N);

>>u(1)=1,



>> h=1/N;

>> for i=1:N-1
u(i+1)=u(i)+h*f(x(i),u(i));
end

>> z=exp(2.5*x.*2);
>> plot(x,u,"bo",x,z,"r.")
>>

In rosso la soluzione esatta, in blu la soluziom@aerica.




Esempi di risoluzione di equazioni differenziali
a cura del Prof. Fernando D’Angelo.

Nella prima lezione abbiamo considerato I'equazjatedtaequazione logistica, che & anche nota come

modello di Verhulst.
1  Pl)=k P(t)[ﬁl—%) , k>0K>0
Per comodita riscriviamola nella forma:

(2) y(x)=ky(x)t€1—¥j , k>0K>0

da cui, ponendoﬁx=% >0, si ottiene:

@  y(X=Ay(x)dK-y(x) ., A>0K>0

A questo punto del corso siamo in grado di risdéveeparando le variabili.

Dalla (3):
@ Y=y -y(x)

dy  _
S ————=Ad
©) yik-y) "

dy  _

6 ———=Al|d
© IyEﬂK—y) Jox
Essendo:
@ ot ca, B _[arBly+ak { aK=1 _ {a=l/K

yadk-y) vy K-y  yiK-y) —a+[=0 B=1/K

la (6) diventa:

®) %Ud—;’qK"—fy]:AHc"

(9  Injy|-In|K - y|= KAx+KC"

(10) InKy ‘zkx+KC"
-y
Y | kx+kc”
11 —(=¢€
ay [ X
(12) KLyZ 'e™ ove si & post@’ = e~

(13) y=(K-y)ce™
(14) y=KC'e*-yC'e®
(15) ylL+Ce*)=KCe™



_KCe*  KC' K K

16 = = = =
( ) 1+Crekx e—kx +Cr i’e—kx +1 1+Ce—kx

dove si é postecl:—, =C

Se imponiamo la condizione inizialg0) =y, :

K K-y K
17 O: - + C:K—> C:K_ —>C:—O:—_1
A7) YOz Y= 5 = Yot Yo Yo Yo Ty
Pertanto il problema di Cauchy ha per soluzione:
K
(18) y= K
1+(—1] e
Yo

Attivita proposta:

in ambiente Geogebra creare 3 slider per i paraldf, y, e osservare come cambia il grafico della
funzione.

Si osservi in particolare 'andamento asintotico:

lim K =K

o 1+(K —1} e
Yo




