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DIVISIBILITA

b divide a se e solo se esiste x tale che a = b-x
Scriveremo: b|a

PROPRIETA

= Se bla e alc allora blc
= Se bla e blc allora bl{ax*cy) perognix,yEZ
In particolare bl{a+c) e bl(a-=c)




ESEMPIO

Trovare il Massimo Comune Divisore di 10002 e 9999

Ogni divisore comune di due-numeri deve essere
divisore anche della loro differenza

Dungue un divisore comune di 10002 e 9999 deve
dividere anche 10002 — 9999 = 3

E immediato verificare che 3 divide sia-10002 sia 9999
Percio:MCD{10002,-9999) =3




UNA DEFINIZIONEIMPORTANTE

Si dice primo un numero naturale p, maggiore di 1, che
non ammette divisori diversi da se stessoeda 1
Sono=primi 2, 3,5:7,11, ...

12 &, invece, composto (divisibile perd, 2, 3, 4, 6,12)

TEOREMA DI EUCLIDE: Esistono-infiniti numeri primi
(per la dimostrazione si rimanda all” appendice 1)

TEOREMA: . FONDAMENTALE-DELL-ARITMETICA:- Ogni
numero intero'n > 1 puo essere scomposto 'in modo
UNICO, a meno dell” ordine, in-un prodotto di primi

COROLLARIO: Se p | ab allora p|la o p|b




OSSERVAZIONI

|l teorema di Euclide e elegante-ma non costruttivo
Numeri primi = infiniti

ma come sono  fatti ?
Non si e trovata una formula semplice che fornisca solo

numeri primi; tanto meno una formula che fornisca tutt
I numeri primi

Come sono distribuiti?
Sia A I insieme dei numeri primi‘in {1, 2, 3, ..., n}
Gauss, Hadamard, Poussin (miglioramenti successivi):

A/n~ 1/In(n)




QUESTIONI APERTE-E CURIOSITA

= Due numeri primi p, e p,sidiconogemeliisep,—p, =72
Esempi: 11, 13; 17,19; 41,43 ..
Non si-sa se i primi-gemellisono infiniti

»-Congettura di Goldbach
Ogni humero pari > 2 e somma di due numeri primi
Esempi:
14=7+17
24=11+13
A2 =5%F37 = 1T+31=13.+.29 =19+23 _
Tuttora non dimostrata




CONGRUENZE

Concetto utile per affrontare la questione della divisibilita
di un numero intero h per un prefissato interod # 0

Due numeri interi g e b sono congrui madulo d se, divisi
perd, danno lo stesso resto

Scriveremo: a = b (mod d)

Equivalentemente, g = b (mod &) se e solose d | (a—Db)
Esempit:

Le lancette dell” orologio indicano | ora modulo 12

Il contachilometri di- un automobile segna i chilometri
percorsi modulo 100 000




ESEMPI NUMERICI

2,7,12,17,22, ...,=3,—8, ...sono congruimodulo 5
381318 = 2,—7,..s50nocongrui modulo 5
0,7,14,21, 28, ...,=7,— 14, ... sono congrui modulo.7
4,11, 18, 25,32, ... ,— 3, =10, ... sono congruimodulo 7

AEEERMAZIONI EQUIVALENTI

" g econgruoa b modulod

" a=b+nd -perqualche intero n
= d.divide a—b




PROPRIETA

1. a=a (modd)
2. sea=b (modd), allora b=a (mod d)
3. sea=b(modd)e b=c(modd), allora a=c{modd)

- la relazione di congruenza e

una relazione di equivalenza

Inoltre,’se a=a’{mod d)
e b=b’"(modd) :
4. a+b=a’+b’ (modd)
5. a—-b=a’'-b"(modd)
6. ab=a'b’ (modd)




DIMOSTRAZIONE di{4), (5),(6) . (immediata)

Dalla relazione di congruenza, discende subito:
a=a +rd

b=D>b’+sd

Allora:

a+b=a'+b'+(r+s)d

a—-b=a’'-b’'+(r—s)d

ab=a’b’+(a’s+rb"+ rsd)d




CONCLUSIONE

Periciascun intero d, I insieme Z dei numeri interi viene
ripartitordalla relazione di congruenza:modulo d in¢lassi di
equivalenza

CLASSIRESTO
tra le quali sara possibile definire delle

OPERAZIONI

naturalmente ereditate dalle analoghe operazioni in Z




ESEMPI di classi resto

Z (mOd 5) = { [0]5; [1]5; [2]5; [3]5; [4]5 }
dove:

[0]. =1{0,5, 10, 15,20, ... ,—5,—-10,-15; ... }
[1]. = {16, 11, 16,21, ... ,—4,=9,—14,...}
e cosi via

OPERAZIONI con le classi resto

Si estendono in. .modo abbastanza --naturale .le-- usuali
operazioni in'Z :
lal, + [bl; = la+ b],
[a]d [bl, = [a-b],
..con alcune cautele!




ESEMPI
[3lg + [10]¢ = [3]¢ + [4]¢ = [7]¢ = [1];

[5);118],.= (51,141, 5.[20]; = [6];
ATTENZIONE!!

[15]1,18}15 = [31518)1, = 12411, = [0l

Nell” aritmetica delle classi resto, PUO NON VALERE LA
LEGGE DI ANNULLAMENTO DEL PRODOTTO

Tuttavia il problema non si pone se il numero d e primo




Casi particolari-delle praprieta (4) e (6)
Perogniz&Z

e sea=b(modd) alloraa+z=b+z(modd)

e sea=b (modd)allora az= bz (modd)

ATTENZIONE!!

La-seconda proposizionein generale non si puo invertire
7:-2=14

1-2=2

14 =2 (mod 12)

Tuttavia 7 NONe congruoa 1 modulo 12!

L" invertibilita non sussiste perché 2 & divisore di 12




o Altra definizione utile da ricordare:
due interi a e b si dicono primi tra loro (coprimi) se
MCD (a, b) =1
siscrive (a,b) =1

Se 7z € primo con d, allora la proposizione si puoinvertire:
sea=b (modd) seesolose az= bz (modd)

dimostrazione (facile)

Sia az = bz (modd)

Allora d divide az=bz = (a — b)z
Per ipotesi(z, d) =1

Dunque d divide a - b

—>.a=b (mod d)




CRITERI DI DIVISIBILITA

Dato un numero .intero z- la sua rappresentazione in
forma decimale e una successione di cifre (a,a, ;...0,0,)
con il seguente significato:

z=0,+a,10 + a,10% + ... + . 10"

Quando’z e divisibile-per 2?
Proprieta-delle congruenze

10 =0 (mod 2)

102 = 0 (mod 2)

10" =0 (mod 2)

2 @divisibile per 2 se'e’soloselo &1 ultima cifra‘a,




Quando z e divisibile per 3?
Proprieta delle congruenze

10 =1 (mod 3)

102 =1 (mod.3)

10" =1 (mod 3)
t=a,+a,+a,+...+a,

z—t=a,(10=-1)+a, (10°=1) +.. +a.(10"-1)
z—1t e congruo con O modulo 3

z et nella divisione per 3 danno.lo stesso resto
z e divisibile per 3seesoloseloet

z.e divisibile per 3 se e solose
a;+a;+a,+ .. +a edivisibile per 3




Quando z e divisibile per-5?

Proprieta delle congruenze
10 = 0 (mod 5)
10% = 0 (mod 5)

10" =0 (mod 5)

z=ay+a;10 +a,10° + ... +a_10"

z e divisibile per- 5 se e solo-se™a, = 0 (mod: 5),
cipe'se’e solo'se"a; e uguale 30 'oppure a’s




Quando z e divisibile per.9?
Proprieta delle congruenze

10 =1 (mod 9)

102=1 (mod 9)

10" =1{mod9)
t=a,+a; +a, +...+a,

z—t=ap(10-1)+a, (102=1)+ .. +a (10"-1)
z—1t e congruo con 0O modulo 9

z e t nella divisione per 9 danno lo stesso resto
z e divisibile per 9 se e soloselo et

z edivisibile per9sse e solo se
ag+ta,+a,+.. +a.edivisibileper9




Quiando z e divisibile-per 11?2
Proprieta delle congruenze
10 == 1 (mod 11)
10°=(=1)(=1)=1 (mod 11)
103=(10)(10?) = (= 1)(1) ==1 (mod 11)
10% = {(10%)%= (1)(1) =1 (mod 11) ..
t=a,—a;+a,—a;+..+(=1)"-a,
Z—1=
=a,(10+1)+a,(10°=1)+a, (103 + 1) +a,(10° - 1) + ...
z—t e congruo con 0 modulo 11
z € divisibile per 11 se e soloselo et

z e divisibile'per 11 se e solo se
a;—a,;+a,— aii#+ (—1)"a edivisibile peri1l




ESERCIZIO
Stabilire un criterio di

e divisibilita per 7

o divisibilith per 13




ESERCIZIO

Quanti numeri pari si possono formare con le cifre 1, 2, 3
e 7 utilizzandole tutte e ciascuna unasola volta?

2 deve essere la cifra finale

possiamo solo permutare le —cifre 1, 3, 7 ai post
rispettivamente delle migliaia, centinaia e decine

per la prima cifra abbiamo 3 possibilita

perla seconda cifra ce ne restano 2

la terza cifra a questo punto e vincolata

La risposta corretta sara 6




ESERCIZIO

Sen>0edispariedr=n+11"allora:

a) repari

b) r e dispari

c) r"edispari

d) nessuna delle precedenti affermazioni € vera per
tutti gli n dispari

n=1(mod 2)

11 = 1-{mod 2)

11"=1 (mod 2)

[n+11°] = [1] +[1] = [2] = [O]
Dunque r e pari




ULTERIORE OSSERVAZIONE

Sen>0edispariedr=n+11"allora:

a) repari

b) ' r edispari

c) r"edispari

d) nessuna delle precedenti affermazioni e vera per

tutti gli n dispari

Si noti che
se-fosse vera:(b), alloradovrebbe €ssere veraanche {c)




ESERCIZIO

Sia n >0 e dispari e siar = (n + 7n3)"; allora:

a) r>eédispari

b)  redispari

c) repari

d)- nessuna delle precedenti affermazioni e vera per

tutti gli n dispari
Di nuovo, (a)e (b) ...

?




ESERCIZIO

Due persone sono nate in anni diversi ma festeggiano il
compleanno lo stesso giorno. Se oggi'la somma delle loro
eta e dispari, quale delle seguenti affermazioni e vera?

a) la differenza delle loro eta é dispari

b)- il prodotto delle loro eta e pari
c) la'somma delle loro eta tra un anno sara pari

d) il prodotto delle loro eta tra un anno sara pari

P

La risposta corretta e evidente ...




APPENDICE 1

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI EUCLIDE:
Esistono infiniti numeri primi

Supponiamo, per assurdo, che esista un numero finito

di primi: p,, p,, ..., P,
Si consideri ora il numero a = p,;p,p;...p, + 1

Il numero a non e divisibile per nessuno dei p,, p,,... p,
perché dalla divisione per ciascuno di essi si ottiene
sempre resto 1

Dunque a e un numero primo diverso dai precedenti




APPENDICE 2

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA FONDAMENTALE
DELL’ ARITMETICA: ognhi numero intero n > 1 puo
essere scomposto in modo unico in un prodotto di primi

Quella che segue non e la classica dimostrazione di
Euclide (che si fonda sull utilizzo dell” algoritmo della

divisione nella ricerca del MCD tra due numeri naturali)

Si e preferita la seguente (molto piu recente) soprattutto
perché piu breve

Tuttavia (chi avesse qualche curiosita e invitato al
confronto) ci sembra comunque piu elegante, anche se
forse piu sofisticata, di quella classica euclidea




DIMOSTRAZIONE

Se esiste un numero intero > 1 suscettibile di
scomposizione in due prodotti di primi essenzialmente
diversi, esistera anche un minimo di tali interi; indichiamo
con m tale minimo:

M =p;P, ... P, =0; 4, - A (3K)

Non e restrittivo supporre che i fattori siano ordinati:
P, <P, <..<p, Q,;<Q9,<..5q,

p, deve essere diverso da q,, perché se lo fosse allora:
P,...P.=0,..0q, (nella(%k) p,=q, diventa cancellabile)
e avremmo ottenuto un intero < m suscettibile di

scomposizione in due modi essenzialmente diversi (contro
| ipotesi che m fosse il minimo)




Quindi o vale p, < g, oppure g, < p,

Supponiamo che sia vera la prima (nell’ altro caso basta
scambiare le lettere p e g nel ragionamento che segue)
Consideriamo il numero:

m’'=m - (p,9,95 ... q.)

Poiché m si puo scrivere in due modi diversi, si ha:

M’ = p;p; ... Pr = (P10,0; - d5) = Pg (P2P3 - Pr —4x0;3 - )
m’=q,0; ... 4, — (P10,95 - ) = (a5 = P,)(d,05 - A)

Map,<g;>m <m
Allora m deve essere scomponibile in modo unico

Dunque p, deve comparire come fattore o in (g, — p,)
oppure in (g,9; ... q.)




Non puo comparire in (0,05 ... q.) perché i fattori g sono
tutti primi e
P AiyERd= - < O3

Dunque p, deve essere un fattore di (q, — p,), cioe:
d;,—P;=p;-h per qualche h &N

Ne segue:
d, = P4 (h +1)

Ma g, e primo, mentre qui compare fattorizzato

ASSURDO

Dunque ogni intero n > 1 deve ammettere una
scomposizione in fattori primi essenzialmente unica
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