APPUNTI DI ALGEBRA LINEARE

1. Definizione Si dicespazio vettorialgsul campo dei numeri reaR) un insieme V per |l
guale siano definite I'operazione internasdimma(che ad ogni coppia di vettoxi e y associa il
vettorex+y) e l'operazione esterna dett@oltiplicazione scalar¢che ad ogni numero realee ad

ogni vettorex associa il vettore x), soddisfacenti gli otto assiomi che seguono:

Al) (X+y)+z=x+(y+2 per tutti i vettori, y, zZLIV
A2) X+y=y+Xx per tutti i vettork, y(IV
A3) esistel[1V tale chex+0=0+x =X per tutti i vettorix(1V

A4)  per ognix(V esiste un elementodV tale chex + x=x+x =0

A5) Axt+y)=AX+AYy per tutti i vettorix, y(IV, per ogni scalarg[ 1R
AB) (A+uX=AX+puxX per ogni vettor&[1V, per tutti gli scalark, pC0R
A7) (Awx=Mpx) per ogni vettor&l1V, per tutti gli scalark, p0R
A8) 1x=x per ogni vettor&[1V

Osservaziond.'elemento neutro per la somma, il vettore nlce unico. L'element@pposto la

Ccui esistenza e garantita dall'assioma A4, e, gar eettore dato, univocamente determinato.

2. Esempi Per ogni intero positiva si consideri 'insieme delle ennuple reali:

R ={ (X1, X0, %) | X1, X2,00, XaOR }
All'insieme R" si puo dare struttura di spazio vettoriale defiteaomma e moltiplicazione scalare
tramite le relazioni

(X1, X2, 005 %) + (1, Y2, Yn) = (at Vi, Xot Yooy Xt Vi)

MX1, X2,..y Xn) = (AXg, AX2,..., AXn)
per tutte le ennupled, Xz...., Xn), (Y1, Y2...., Yn) OR" € per ogni scalarelR.
Altri spazi vettoriali sono, per opportune operaziche non esplicitiamo, I'insieme dei vettori
geometrici (classi di equivalenza di segmenti daghdello spazio o del piano.
Il pit ‘piccolo’ spazio vettoriale e I'insiemed} che contiene soltanto il vettore nullo; tale Spag
dettospazio nullo
Dati gli interi positivim en, si dicematrice(reale) am righe en colonne ogni collezione ordinata di
numeri reali ;), peri =1, 2, ...mej =1, 2, ...,n. La notazione standard e

Xll X12 aes Xl
X21 X22 aes X2

n

n

Xmt Xm2 - Xmn



Nell'insieme delle matricmxn (o diordine (m,n)) si possono definire I'operazione di somma:

X1 Xpp e Xqp Yii. Y12 -+ Yin X1t Y11 Xt Yo oo X T Vi
X1 Xgp o Xon || Y21 Yoz - Yon || X1t Y22 X2 ¥ Y22 -0 Xon +Yon
Xml Xm2 an yml ym2 ymn Xml + yml Xm2 + ym2 an + ymn

e di moltiplicazione scalare:

X1 Xip - Xqn A1 AXp .o AXq,
3| Xor Xa2 o Xon | _ My Aoy o AXyp
Xmg Xm2 -+ Xmn Mo Xnz - My

Con tali operazioni, I'insieme delle matricixn diviene uno spazio vettoriale (per ogmin > 0).

3. Teorema Se V é una spazio vettoriale &y allora
1) O0x=0 per ogni vettora[1V
i) (-1)x =X per ogni vettora[1V
i) A0=0 per ogni scalarg[1R

Osservaziondn virtt diii), I'elemento opposto di, indicato corx, viene denotato corx.-

4. Definizione Un sottoinsieme non vuoto X di uno spazio vederV suR € unsottospazio

vettorialedi V se, e solo se, X & uno spazio vettorial&®Rsispetto alle operazioni ereditate da V.

5. Esempi Gli insiemi {(x1, X2,0) | X2, X OR } € {(t, 3t,-t) |t OR } sono sottospazi di>.

L'insieme {(0,0)} & il sottospazio nullo dR?.

6. Teorema Un sottoinsieme X di V e un sottospazio vetteridl V se, e solo se, X é
chiuso per la somma e la moltiplicazione scalassicose (e solo se)

AX+pyQdX
per tutti i vettorix, y(IX e per tutti gli scalark, pJR.

7. Definizione Dato un sottoinsieme X di V, si disettospazio generato daiXpiu piccolo
sottospazio di V contenente X, ossia l'intersezioineutti i sottospazi di V contenenti X. Tale

sottospazio verra denotato cOx) .

Osservazion&e X € I'insieme vuoto, il sottospazio generatoXda lo spazio nuIIo:<D> ={O}. Se,

invece, l'insieme X & non vuoto, allora si ha

(X)={vOV [ EMOWN, DKy, Xee Xy DX, Ty, Aoy DR tali chev = Xy + A%, + ooy A Xy |
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8. Definizione | vettorixy, Xa,..., Xm Si diconolinearmente dipendensie, e solo se, esistono
AR tali che

MX1+AXo+.. .+ A Xm =0

m scalari non tutti nullis, A,

.....

| vettori si dicondinearmente indipendensie, e solo se, non sono linearmente dipendenti.

9. Esempi | vettori (0,6,12), (-6,0,6), (2,3,4), dello spaz®® sono linearmente
dipendenti. 1 vettori (1,0,1,0), (0,0,6,1), (2,12) dello spazi&®* sono linearmente indipendenti.

10. Teorema | vettori X1, Xz,..., Xm Sono linearmente dipendentse, e solo se, esiste

k({1,2,...,m} tale che il vettorexx appartenga al sottospazio generato dai rimanetitivettori:

xid(X) ove X = {Xg, X2,..., Xm }~{ X« }

11. Definizione Si dicebasedi uno spazio vettoriale V un sottoinsieme di eetlinearmente

indipendenti che genera V.

12. Esempi L'insieme {(0,6,12), (-6,0,6), (2,3,4)} & unadeadello spazi®®®. Un‘altra
base di®® & {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. L'insieme {(2,0,3}0,8,0), (-1,0,1), (5,6,7)} genei®® ma

non e costituito da vettori linearmente indipendent

13. Definizione Si dicebase canonicaello spaziaR" l'insieme {ey, &, ..., &)} ove, per ognk
=1, 2,...,nil vettoree, ha uguali a zero tutte le componenti, con I'ecweeidellak-esima, che e
uguale a unoe = (0,...,0,1,0,...,0). Per lo spazi®’, ad esempio, si ha= (1,0,0,0),e= (0,2,0,0),
&= (0,0,1,0)e4= (0,0,0,1).

14. Teorema Tutte le basi di uno spazio vettoriale V hannstiesso numero di vettori.

15. Definizione Si dicedimensionealello spazio vettoriale V il numero di vettori ¢enuti in

una base. La dimensione di V si denotera con dimV.

16. Esempi La dimensione dello spazi®" € pari an. La dimensione dello spazio dei

vettori geometrici del piano € 2. La dimensiondalspazio nullo e zero: dind§= 0.

17. Teorema Sia {0, by,..., by} una base per lo spazio vettoriale V. Per ognioretv di V

e univocamente determinata una ennupla di numeii(ke, A, . A,) tali che



v=i b+ by +.. .+, by

| numeri realidy, Ay,..., A, Si diconocomponentdi v rispetto alla basebf, by,..., by}

18. Definizione Siano U e V spazi vettoriali sR. Una funzione f :U - V si dice

trasformazione linearse, e solo se, sono soddisfatte le seguenti condiz

)] f(x+y)=f(X) +f(y) per tutti i vettorix, yrlU
i) f (Ax) =A f(X) per ogni vettor&[JU, per ogni scalare1R
19. Esempi La funzionef : ®2 — R definita dalla relazioné (X, X») = (X1+X2, X2=Xo). In

generale, I'applicazionfxi, x2) = (@x+bx, cx+dx) € lineare per qualsiasi scelta dei parametri
realia, b, c, d. La funzioneg : ® — R definita dalla relaziong(xy, Xo) = (Xi+Xo+1, X1+2Xo, — X4)

non é lineare.

20. Teorema La funzionef : U - Veé una trasformazione lineare se, e solo se:

f(Ax + py) =Af(x) + pf(y)
per tutti i vettorix, y(JU e per tutti gli scalafk, p COR.

21. Teorema Sianof:U - Ve g:V - Wtrasformazioni lineari. Allora, la composizio-

nego f:U - We una applicazione lineare.

22. Teorema SianoB ={u, Uy,..., Un} € B’ ={Vy, Vy,..., Vim} basi rispettivamente degli spazi
vettoriali U e V e siaf : U — Vuna trasformazione lineare. Allora, esiston®n numeri realia;,
ovei=1,2,...mej=1,2,...n, tali che
m ( n
f AUy + AUy +. 4R U,) = ;(;aﬂxi ]vi
| coefficienti (;), distribuiti in una tabella dm righe en colonne, costituiscono laatrice di f,
relativamente alle basi e B’

all a12 oy aln
a21 a22 e a.2n

3 @mz - @mn

23. Esempio L’applicazionef : R — R? definita da

F XUy + XUy +X3U3) = (2% = Xp)Vy + (X +4X; +5X3)V,
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& la trasformazione lineare la cui matrice, reatiente alle basiuf,u,,us} di R° e {vi,vo} di R, &
2-10
145
Se {u1, Uy, Uz} & la base canonica @ e {v1, v;} & la base canonica ¢#?, allora f si scrive
f (X0, X0 Xg) = (2% = Xp, Xq +4X, +5X3)
In forma matriciale, indicando convettori colonnagli elementi diR® e ®?, si pud scrivere
X
Y11=-12-10 X
Y, 1 4 5|72
X3
Meno usata e la scrittura
i v2l=l % %] 14
Vi Yol=IX X, X3]—-14
1 2 1 2 3 05

in cui gli elementi diR® e R? sonovettori riga

24. Definizione Nell'insieme di tutte le trasformazioni lineari dao spazio U a uno spazio V
si possono definire le operazioni di sommé&:+Hg)(x) = f(x) + g(x) e di moltiplicazione per uno
scalare: Xf)(x) = Af(x), per ognil[JR e per tutte le trasformazioni lineafiig : U — V. La struttura

algebrica risultante si denota c8(UJ,V).

25. Teorema La strutturaf(U,V) € uno spazio vettoriale $& di dimensionenn, essendm

la dimensione di U enla dimensione di V.
26. Definizione Se A = &;) € una matricenxn e B = Q) € una matricexp, si puo definire il
prodotto C = AB (matricemxp) ponendo, per ogmi= 1,2,...ne per ognk=1,2,...p
n
Gk = Zaihbhk
h=1

Tale operazione si digerodotto righe per colonngerché, per determinare ciascun elemeqtsi

sommano i prodotti, elemento per elemento, deflairesima riga di Afa,, a, ... a,]

by
per lak-esima colonna di :b2k
bnk
27. Teorema Siano f:U - V e ¢g:V - Witrasformazioni lineari e siano A e B

rispettivamente le matrici die g relativamente alle basg{, a,,..., a,} di U, {by, by,..., b} diV e

{ci, cy,..., o} di W. Allora, la trasformaziong-f ha matrice C = BA.



28. Definizioni Una matrice di ordineng,n) si dicequadrata(di ordine ) sem = n; in caso
diverso, si dicaettangolare Si dicediagonale principaledi una matrice quadrata;§, I'insieme
degli elementix;: X11, X22,..., Xn. Gli elementixyn, Xon-1,-.., Xn-k:---» X COStituiscono, invece, la
diagonale secondariaSe gli elementi al di sopra della diagonale ppale sono tutti nulli, la
matrice si dicdriangolare inferiore se sono nulli gli elementi al di sotto della diagle principale,
la matrice si dicgriangolare superiorese tutti gli elementi distinti dalla diagonalaermipale sono
nulli, la matrice si dicaliagonale La matrice quadrata di ordimel,, che ha ogni elemento della
diagonale principale uguale a uno, e tutti gliialguali a zero, si dicenatrice unitao identica(di

ordinen). Si scrive } = (J;), ovedj, dettodelta di Kroneckere definito dalle relazioni

_Jj1sei=] .
9 ‘{0 sei# | peri=j=1,2...n.
30 2
29. Esempi La matrice|6 5 —1| e quadrata, di ordine 3. La diagonale principale e
01 4

costituita dagli elementi 3,5,4, quella secondaagli elementi 2,5,0. Le seguenti matrici sono
rispettivamente triangolare inferiore, triangolauperiore, diagonale, matrice identica di ordine 3:

800 732 100 100
120 001 090 010
304 004 002 001

30. Definizione Si dicematrice traspostalella matrice A =§;), la matrice che si ottiene da A
scambiando le righe con le colonne. Tale matricdesiota con A Se indichiamo conbf) gli
elementi di A, valgono le relazioni

Bk = & per ognih=1,2...m e per ognk=1,2...n.

3021 320
31. Esempio La matriceA =| 6 5 —1 2| ha per trasposta la matri¢e’ = 5 -1 4l
0140
120
32. Definizioni Dato l'insieme A, si dicgopermutazionadi A ogni funziones: A — A che

risulti biunivoca. Si dicerdine della permutazione il piti piccolo intero positivd tale ches® =i,
ovei € l'identita di A. (Se lI'insieme A e finito, I'oide k &€ sempre ben definito.) La permutazione si

dicepari sek & pari,dispariin caso contrario.

33. Definizione Si dicedeterminantelella matrice quadrata A J;), il numero reale
Det(A) = Z(‘l) searto) A51)@2,6(2) @n,o(n)
ollI(n)



oveIl(n) e lI'insieme delle permutazioni dei numeri {1, 2,n} e segr{n) e la funzione, definita in

I1(n) che vale 0 se € una permutazione pari e 1losé una permutazione dispari.

34. Teorema Se A e B sono matrici quadrate di ordmei haDet(AB) = Det(A)Det(B).
35. Teorema Se A & una matrice quadrata B&\a sua trasposta, si Bat{A") = Det(A).
36. Definizione La matrice quadrata A, di ordime si diceinvertibile se, e solo se, esiste una

matrice quadrata di ordime che si denota con"Atale che AA' = A*A =,

37. Teorema La matrice quadrata A € invertibile se, e sald®t(A) # 0.
38. Teorema Se A & una matrice invertibile allo@et(A™) =1/Det(A).
39. Teorema Una trasformazione lineare & invertibile se, e solo se, la matrice fdi

relativamente a una qualsiasi coppia di basi, @raenante non nullo.

40. Definizioni Data la matrice quadrata di ordinéA = (&;), per ognii e per ognj Si puo
considerare la matrice quadrata, di ordiré, ottenuta eliminando da A leesima riga e Igesima
colonna. Il determinante di tale matrice si diti@ore complementardi a; e sara denotato cor .C

Si dicecomplemento algebricdell’elementag; la quantita A =(-1)™ Cj.

41. Teorema Data una matrice quadrata Agg)(di ordinen, si ha, per ogni=1,2,...n,
n
> A = Det(A).
k=1

Inoltre, per #j, risulta

n
Z a Ay =0
k=1

42. Teorema Sia A = ;) una matrice quadrata invertibile di ordimePosto Alz(bi,-) , Si
ha, per ogni e per ognj:
_ Aj

by = S oAl
Det(A)

ove A; € il complemento algebrico dij;.



ESERCIZI

1. Verificare se i seguenti sono insiemi di vettorermente dipendenti o indipendenti:

i) a=(1,0,4)b=(-1,3,0) i) a=(0,2,1)b=(2/3,0,1)c=(1,-1,1).

2. Verificare se i seguenti sono insiemi di genetatelio spazio vettorial&?*:

i) a=(1,0),b=(-1,3) i) a=(2,5),b=(0,7),c=(-1,3).

3. Verificare che i vettora = (3,0,2) eb= (2,1,1) sono linearmente indipendenti e trovare u

vettorec tale che §, b, ¢} sia una base di®.
4. Determinare le componenti del vettore (3,4) rigpatla basd, = (1,2), b, = (-1,3).
5. Determinare le componenti del vettoxgy) rispetto alla bask; = (1,2), b, = (-1,3).

6. Determinare le componenti del vettoxgy/fz) rispetto alla bask; = (1,0,1), b,= (-1,0,0),
bs;=(1,1,0).

7. Indichiamo con€ ={e.,e;} la base canonica dello spazio vettori&# e conU ={u,u}
'insieme dei vettoru; = 26—, Uy = €;+36,.
i) Verificare chell & una base dg.

i) La matrice dellapplicazione lineafe: ®* — R, relativamente alle basi canoniche di

dominio e codominio A =[g ﬂ Determinare la matrice B di rispetto alle basil (per il

dominio) ed€ (per il codominio).
i) Determinare la matrice flrispetto alle basll (per il dominio) €l (per il codominio).
iv) La matrice dell'applicazione lineage: ®2 — R?, relativamente alle ba$l (per il dominio)

e U (per il codominio), € = [S ﬂ . Determinare la matrice D dirispetto alle basi canoniche.

R 10 2
8. E datala matricA ={3 1 1]|.
0-12

)] Verificare cheDet(A) # 0 e trovare la matrice inversa'A
i)  Calcolare Ae A>. Verificare che si ha A= (A% e (A%) 1= (AH>.

9. E data la matricé = E//g 263] Determinare tutte le matrici X tali che XL = LXX.
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